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Tema
Numere rationale si irationale.

F

Reprezentari zecimale

Notdm cu N multimea numerelor naturale si cu Z multimea numerelor intregi. Astfel,
N={0,1,2,3,..} si Z={..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...} .

. a . c , - .
Fractiile — si 5 (a,c€Z, b,d € Z*) se numesc echivalente daca ad = be ; scriem

[24 C . .5 . . e =) .
—= rk Multimea tuturor fractiilor echivalente cu o fractie datd se numeste numar rational.

Pentru simplificarea exprimdrii, vom identifica un numar rational cu oricare dintre fractiile
echivalente care il reprezinta. Multimea numerelor rationale se noteazd cu Q . Asadar,

Q={£ p,qu,qvtO}.
q
p

Cu ajutorul algoritmului de Impartire a doud numere naturale, orice fractie ordinara ~—
q

(p=0,g>0) se poate scrie sub forma de fractie zecimala periodica, cu perioada diferita

de (9). Reciproc, orice fractie periodicd, cu perioada diferita de (9), se poate scrie sub
forma de fractie ordinara.
Dacd a este o fractie periodica simpld, adica are forma a=a,(aa,..a,), unde
a, €N sia,a,,...a, € {0,1,2,...,9}, atunci
aa,..a

p

99..9
[l

pori

a=a0+

fn cazul cand a este fractie periodicd mixtd, adica a = ay,4,a,...a,(,,,8;,,--G,. ;) , avem

aa,..a,,,—a,0,..9

99...900...0
e et

pori kori

Q este multimea tuturor fractiilor periodice (fractiile zecimale finite sunt considerate

a=ay+

fractii periodice cu perioada (0) ).
Existd fractii zecimale infinite §i neperiodice, de exemplu a=0,1010010001....

O astfel de fractie zecimald se numeste numdr irafional.

Reunind multimea numerelor rationale cu mulfimea numerelor irationale, obtinem
mulfimea numerelor reale, pe care o notam cu R . Asadar, R este muliimea tuturor fractiilor
zecimale, periodice sau neperiodice. Notim R*=R\{0}.

Au loc incluziunile: NcZcQcR.
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- @) Aratati cd, pentru orice m € N , fractia este ireductibila.

Im+

n+2

b) Determinati » € N pentru care fractia este reductibila.

3n+1

. Scrieti ca fractie zecimala fiecare dintre numerele:

13 3 3 14
a) s; b —: ¢ —; d ——; e) —,;
) ) 8 / 4 ! 20 / 11
481 2 31 77 47
- -=; h —; ) —; ) ——.
125 4 3 )13 ) 75 % 66
- Transformati in fractii ordinare urmatoarele fractii zecimale:
a) 5.(7); b) —1,(13); ¢) 0,23(7); d) —1,01(02); e —3,2(123).

- Fiea e R\Q . Este posibil caa® sia’ sa fie numere rationale?

. o e 1
- @) Aflatia 100~ a zecimald a numdrului rational R
b) Aritati ca existd un multiplu de 13 format numai cu cifral .
-Fie aeQ si mneN* (m,n)=1. Aratati ca, daca ma cZ st nae? ,atunci aeZ.

» Ardtatl cd, dacd o singurd cifra din reprezentarea zecimala a unui numar real se repeta
de o infinitate de ori, atunci numdrul este rational.

. Ardtati cd un numar rational pozitiv L ( p.9eN* (p,g)= ]) se reprezintd ca fractie
q

zecimala finita daca si numai dacd ¢ =2* -5/ unde «, peN.

kK

. Se considerd numarul ¢ =0,101001000100001 ... .

a) Aratati cd a este numdr irational.

b) Aflati a 1000-a zecimali a numarului « .

¢) Calculati suma primelor 1000 de zecimale ale numarului « .

+@)Fie x,yeQ si ae R\Q . Ariitatici x+y-a=0 dacé si numai dacd x=y=0.
b) Fie x,y,z e Q. Aritati ca x\/E+yx/§+z-J§:0 dacd si numai dacd x=y=2=0.

- Demonstrati afirmatiile:
a)dacd r e Q si ac R\Q , atunci r+aecR\Q;

b) dacd r e Q* si a e R\Q , atunci rac R\Q ;
¢)daci aeR\Q , atunci lGR\(@;
a

d) dacd ac R\Q , a> 0, atunci \/;ER\Q.



12,

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

Fie n e N. Aratati ca:

@) JneNon=k, keN; b) JneQ o JneN.

Aritati ca existd o infinitate de perechi (a,b) de numere irationale cu a+be@Q si
a-be@Q.

Aréatati cd numarul V345 +7 este irational.

Aridtati ¢, pentru orice n € N* , urmitoarele numere sunt irationale:
a) V5" +2; b) VTn+3; o Nn* +5n+7; d) \/(77+1)(n+2)(n+3)(n+4).

Determinati numerele naturale k pentru care numérul v k* +3k +14 este rational.

Fie multimea M = {a+ b\/g ‘ a,beQ, a®-3b* = 1} . Aratati ca:

a) 2+\/§EM;
b) x,yeM = xyeM,;
¢) M este infinita.

a) Fie m,n € N* . Demonstrati ca \/—I’f;+\/; € Q daca si numai daci M, JneN.
b) Determinati perechile (x,y) de numere naturale astfel incat Jx+ \/; =103 .

Fie a,b e R\Q astfel incat a+beQ si mneN, m=n. Aritati ca numerele a—b
§i ma+nb sunt irationale.

Rk

1 1
Determinati x,y € N* astfel incat —+—=0,58(3).
x ¥

Aritati ca, pentru orice # € N*, numérul Jn++/n+1 este irational.

Determinati numerele naturale »# pentru care numarul vn+1+ ~4n+21 este rational.
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Tema 7
Operatii algebrice cu numere reale

Calculul cu numere reale se bazeaza pe proprietitile adunarii si Inmultirii numerelor reale.
Adunarea este operatia prin care oricirei perechi de numere reale (x,y) ise asociazi

un numar real, notat cu x + y , numit suma numerelor x si y .
Proprietatile adunarii
1. Adunarea este asociativa: (a+b)+c=a+(b+c), oricare ar fi a,b,ceR.
2. Adunarea este comutativd: a+b=b+a , oricare arfi a,be R .
3. Numirul real 0 este element neutru pentru adunare, adici oricare ar fi a € R ,
avem a+0=0+a=aqa.
4. Orice numdr real a are un opus, adicd existd un numir real notat cu —a , astfel Incat
at+(—a)=(-a)+a=0.
Daci x,y e R, senoteazd x—y = x+(—y) diferenta numerelor x siy.
Inmultirea este operatia prin care oricdrei perechi de numere reale (x, ») 1se asociazi
un numdr real, notat cu x-y sau xy, numit produsul numerelor x Sl y.
Proprietatile inmultirii
1. fnmul;irea este asociativa: (ab)c = a(bc) , oricare ar fi a,b,ce R.
2. fnmulgirea este comutativa: ab =ba, oricare arfi a,b e R..
3. Numarul real 1 este element neutru pentru inmultire, adics oricare ar fi a € R ,
avem a-l=1-a=a.
4. Orice numdr real a=0 are un invers, adicd existi un numar real, notat cu a !, astfel
incat aa' =ala=1.
5. inmul;irea este distributivd fafd de adunare, adica oricare ar fi a,b,ceR, au loc
egalitatile:
alb+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc.

=xy"' (cdtul numerelor reale x si y ).

¢

Dacd x,ye R si y#0, se noteaz

1. Caleulati (—=1)"-0,1(3) +(=1)"""- 0,1+ (-1)"*2 %+ (- % ,unde ne N.

g | 5B 6 L 1 2
s—3 2 B V1445 B35 J1-8B°

= 3 . .
3. a) Daca 3° 0,aa,a,..., calculati ay, —ayg §i g, +a, +...+ ay, .

2. Calculati:

b) Daca i:O,aaa...,calculagi a+a,+a.+..+a.,,.
333 1723 5 10 15 100



10.

11,

12,

13.

14.

. a).Calculati suma dintre opusul si inyersul numarului J5-2.

b) Calculati suma inverselor urmiatoarelor numere: —1, 2- \/3 ,2+ \/§ .

. Determinati x € R in fiecare dintre cazurile:

a) opusul numarului 2x—3 este 15;
b) inversul numarului 3x -2 este 5;

¢) numiarul x° —x este inversabil.

. Calculati media aritmetica si media geometricd a numerelor:

@) 3-242 si 3+242; B V10 +4/3 +4/2 si V103 -2
. Se dau numerele: a=2v2-3/3, b=32-243, C=5(\/§—\/§). Calculati:
a) atb+c; b) a*+b*+c%; ¢) ab+bc+ca.
. Calculati:
a)2,(3)+7,(6); b) 0,(3)+0,0(3)+0,0003) ;
o) 1,13)-2,0727); d %—0,1(3)+%—0,(285714).
. Calculati:
1 2.3 5 11). (1L,5-0,25+583):2,5 1 ( 3)
52242 -7(1-2+ = b — L 1-1:2);
%) (2 3+5) 7(1 6+12)’ ) 0.6 3.0)-025-216) 11\ )

1 1 1y 1 1
A ==—==-T7:(28) |:|-=|-%;'| 53] -
o1 {Lz T 4)}( 4) 2}( 3)
inati ~ itatea: L.13-L.[3-L (x> )|l =
Determinati numerele reale x din egalitatea: > {3 5 [3 > (x I)J}—l.

Calculati cu doud zecimale exacte:

@ V3 I ACERR N E @33 o
z,ms%:(uo,z-z%)—%- /% )
Calculati: - 12—

(5%-4%+z,45:4%)%—\/1,5625 3

Se considera numerele reale a, b, x, y astfel incat a—b =~/5- 2\/3 sl x+y=+5+ 2\/3 .

Calculati ax—by+ay —bx.

Calculati:

@) (242 +343 - 53 ) (VI8 12 -5);

B NZtB 242+ B 2243 ;
c) \/§'V6+\/§'\/3+\/3+\/§ -\ﬁ_ﬁ+ﬁ .
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15.

16.

17.

ie.

16,

20.

Aritati ca:
a) 5206 —J5226 = 7 B) NT-43 +7+43 =4.

Calculati:

2 1 B L2
o(Frsrrs ) (G2 (6p)
2 B :

i [3&—2ﬁ+3ﬁ+zﬁj (35+0.6):
o 243 . 2-\3B i .
V244243 V2-2-3 3oz

Aratati ca J10-V6+45 -3 \/_+\/—+\/—+\/7 eN.
JI0V6+35+43 IO -6 153

&k ok

Caturile obtinute prin impdrtirea numerelor 24 34 48 la un numar rational » >0

11’137 7
sunt numere intregi. Aflati cel mai mare numar ragional ¥ cu aceastd proprietate.

—ab+2b°
a2 +ab+3b*

1 S N W pentru orice k € N*,
Nk+1+(k+DVE Vb Vit

b) Calculati suma

Fie a,b € R* astfel incat %: 1+2‘/7 Calculat1

a) Aratati cd

1 1 1
S = + +..+ ,heN
" 1N2421 2332 mIn+1+n+1)Wn

¢) Determinati m € N* astfel incat S, =0,75.




Tema
Formule de calcul prescurtat. Identitati (extindere)

In contextul operatiilor cu numere reale sunt foarte utile formulele de calcul prescurtat.
1. Factorul comun: ab+ac=a(b+c).

2.Binomul la patrat:  (a+b)’ =a’ £2ab+b’.
3. Diferenta de patrate: a*—b* =(a-b)a+b).

4.Trinomul la patrat:  (a+b+c)* =a’ +b* +c* +2ab+2bc+2ca.

5. Binomul la cub: (a+b) =a® +3a°b+3ab* +b* =a’ + b’ +3ab(a+b),
(a—b) =a® —3a’b+3ab* —b* =a’ b’ —3ab(a-b).
6. Suma de cuburi: @ +b* =(a+b)(a* —ab+b?).

7. Diferenta de cuburi: o® -5 =(a—b)(a* +ab+b%).
Formulele 3, 6 si 7 admit urmitoarele generalizari:
a"—b" =(a—b)(a" " +a"2b+a" b +..+ab"? +b"1),unde neN, n>2;
& +b =(a+b) @ —a" b +d" b~ - ab" 2 +b"") ,unde n e N este impar.
Descompunerea trinomului de gradul al ll-lea in factori de gradul |
Fie a,b,ce R, a=0, astfel Incét b* —4ac>0. Dacd x, si x, sunt solutiile ecuatiei
ax® +bx+c=0 ,atunci ax’ +bx+c=a(x—x)(x—x,).
Exemple

1. Ecuatia x* —3x+2 =0 are solutiile x, =1, x, =2, deci x> -3x+2=(x—D)(x~2).

. .. 1 .
2. Ecuatia 4x* —4x+1=0 are solutiile x, = x, = > deci

4x? —4x+1:4(x—%j[x—%j=4-2x2_l .3x2;1=(2x_1)2‘

Descompunerea in factori a unei expresii polinomiale de grad cel putin egal cu 3
Propozitie. Se considera expresia

f(x)=ax"+a,_x"" +.+ax+a,,unde ay,a,...,a, eR, a, #0.
a) Dacid f(c)=0, ceR, atunci existd by,b,,....b,, € R astfel incat
Fx)=(x—c)b, (X" +b,_,x" "+ +bx+by).
b) Daci f(c)=0si,inplus, c,ay,a,,...,a, €Z,atunci ¢ | a,.
Demonstratie
a) Avem: f(x)=f(x)-f(c)=a (x—c)+a2 (x2 —c2)+...+an (x" —c") .
Concluzia se obtine avind in vedere ca

-k = ()c—c)(xk*1 +ox 242y +...+ck_1) .

lasa a IX-a
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5) Din_f(c) =0 rezulta a, =—c(a1 +azc+...+anc"'l), de unde c,a0 .

Exerspiin Vom descompune in factori expresia f(x) = 2x> —x? —5x—2.
Observim c¢3 un divizor intreg al lui 2 care anuleaza expresia este 2. Prin urmare,
S (x)=(x-2)g(x) . Pentru a determina g(x), grupam termenii expresiei f(x) asa incat i

putem da factor comun pe x—2:
F)=2x" —4x2 +3x% —6x+x-2 =

=27 (x=2)+3x(x—2) +x -2 = (x - 2)(2x* +3x + ).
Deci g(x)=2x*+3x+1. La fel, din faptul cd g(-1)=0, deducem ca g(x) are in
descompunere factorul x+1; avem

g(x) =27 + 2x+ x +1=2x(x + D+ x+1= (x+1)(2x +1).

In concluzie, f(x)=(x-2)(x+1)2x+1).

1. Ardtati ca, oricare ar fi numerele reale a,b,c¢ , au loc egalitatile:
a) (a+b) =a’ +3a’b+3ab’> +b°; ¢ @ +b =(a+b)a’ -ab+b’);
b) (a-b) =a’ -3a*b+3ab* -b’; d) a’-b’ =(a-b)(a* +ab+b%).
2. Numerele reale a si b indeplinesc conditiile a+b=6 si ab=1. Calculati:
a) a* +b*; b o+ ¢) a*+b'; d) a-b.

. Ardtati cd, oricare ar fi numerele intregia,b,c,d, existd doud numere intregi x si y

LY ]

astfel incat(a” +b*)(c” +d*) = x* + ).
4. Flex,ye@Q, x+y =0 si z= % . Aratati ca x* +y® + 2 este patratul unui numar
Xty

rational.
. Fie a,b e R . Calculati:
a) @’ +b° stiind ca a+b=10 siab=1;
b) a’ +b° stiindci a+b=4si @’ +b° =52;
¢) a’-b stindea a—b=2si ab=1.

. Fie x un numar real nenul. Calculati:

in

a3

a) x“-rl4 in functie de a:x+l; b) x3—% in functie de b=x—l.
x X x X

agd

. Fie a,beR astfel incat a—b=1si o’ -b* =37 Calculati @’ +b.
8. Calculati:
2 2 2 _ _ 2
@) ~-b a+b+3a +b +Q _(a+b)2 (a b)z’
b 2ab (a+b) +(a—b)

unde a,b € R*;



1 1 3 3 2a-1 2
by =l a- i < : 1)+1 1,0}
) > {a (a+1 a3+1+a2_a+lj(a a+1ﬂ (a +a+ )+ }, aeR\{-10};

a-b ab a b ab
T+a'h bz{(“b—ﬁbj:(mb‘b 7 bzﬂ,unde a,beR* a=th.
a +taov+ta —-a a -

5, Descompuneti in factori de forma ax+b:
a) X' —x-2; b) 2x* +5x+3; c) X —6x+11x—6;
d) 2x° +x* —5x+2; e xt =30 +x7 +3x-2; j)x4+x3—3x2—4x—4.
0. a) Descompuneti in factori expresiile
Ax)=x" _4x* +x+6 si B(x)=x —2x> =3x.
A(x)

B(x) are valoarea definita.

b) Determinati numerele reale x pentru care fractia £ (x)=

¢) Determinati numerele intregi & pentru care F (k) € Z.

%k ok

1%. Se considerd expresia E(x) = xt—x* —6x" +4x+8.
a) Calculati E(-2) si E(2).

4 3 2
) Simplificati fractia F(x)=2—2 X T4¥8 Ry,
X

-16
. . ) X 1 x 1
12. Fieexpresia E(x) = X e, — . + , xe RA{-11}.
¥ ) (xS—l x +x+1 x—l) [xz—l x—lj LI
: il
Arataticd E(x)=—.
a) Aratati cad E(x) ]
b) Calculati E(l)EG)EG)EGj neN*.
n

13, Fiex, y,z € R astfel incatx+y+z=1si (x+ ¥)(y+z)(z+x)=14. Calculati
xXy+yz+zx—xyz.

14, Fie x,y € R* astfel incét x? —5xy+6y* =0. Determinati L)
y

15, Fie x,y,zeQ astfel incat xy+yz+zx=1. Aratati ca (I +x)(1+y*)(1+27) este
patratul unui numar rational.
1%, Fie a,b,ce R* cu a+b+c=0. Aratati cd
1 1 1

+ + =0.
—d b+t d-br 4 d b -

17, Aratati ca, oricare ar fi numerele reale a,b,c, au loc egalitatile:

a) a+b>+c —3abc =(a+b+c)a +b*+c? —ab-bc—ca);

B (a+b+c) —(a +b +¢)=3(a+b)b+o)c+a).

H MATEMATICA — clasaalX-a
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18..Fic x,ye R si me N*,
a) Ardtatica x" — y" = (x - y)(x"‘1 +x Ty y”’l) .
b) Dacd, in plus, n este impar, aratati ca

xn +yrr - (x+y) (xnfl

_ x”fzy n x”%yz _ x"’4y3 o xy"72 4 yn—l ) ]
¢) Folosind a), demonstrati c¢i (a+5)" = a” + Mb = Ma+ b" pentru orice a,be Z.

d) Aratati c, oricare ar fi m € N, numarul 2°"*' + 3.5 este divizibil cu 17 .
19. Numarul real a > 0indeplineste conditia o +i2 =14. Calculati o’ +L5.

a a

a b c
+ + =1
+a+ab 1+b+bc l+c+ca

20. Fie a,b,c >0 astfel incat abc =1. Aratati ci

21. Fie a,b,c € R. Demonstrati egalititile, descompunand membrul stang in produs:
@) a*(b+c)+b*(c+a)+c*(a+b)+3abe = (a+b+c)ab+bc+ca);
b) az(b+c)+bz(c+a)+cz(a+b)+2abc =(a+b)b+c)c+a);
o) a*(b-c)+b*(c—a)+c*(a—b) = —(a—b)b-c)c—a);
d) a3(b—c)+b3(cfa)+c3(a—b) =—(a-b)(b—c)c-a)a+b+c):
e) alb-c) +h(c—a)’ +c(a- b)Y = (a-b)(b —c)c—ala+b+c).
22. Fie a,b,c e R. Aritati ¢4, pentru orice x € R, are loc egalitatea:
(x—a)z(b~c)+(x—b)2(c~a)+(x—c)2(a—b) =—(a-b)b-c)c—a).

23. Fie a,b,c e R*, a# b+ c+d. Demonstrati egalitatile:

a b C _n.
PR s sy R s s L
aZ bZ CZ

Y e ba—o T o-o0-a eoae s

3 3

a + b 4 c’

b)a—c) (b-c)b-a) (c-a)c-b)
1 N 1 . 1 _

a(a-b)a—-c) blb—c)b-a) c(c—a)c—b) abc’

=a+b+c;

c) (@

4

24. Numerele reale g, b, ¢ indeplinesc conditiile

(@+b)(b+c)cta) 20 si bic+cfa+a4c—b =

1.

Demonstrati egalititile:
a2 bZ 02 a} b3 C3
a)

+ + =0; b) + + +a’+b+c7=0.
b+c c+a a+b b+c c+a a+b

25. Fie a,b,ceR, a#b#c # a, astfel incat —*— + b +-C =0. Ardtati cd
b-—c ¢—a a-b

S 2 +—C =9
(b-c) (c~a) (a—b)




26.

27.

28.

29.

30.

KK

Aratati ca, dacd x,y,z suntnumere rationale distincte, atunci numarul
1 1 1
= 7+ Tt 2
(x=»" (-2 (z-x)
este patratul unui numar rational.

N

Fie a,b,c € R . Demonstrati egalitatea, descompunénd membrul sting in produs:
(a+b)b+c)c+a)+abc= (a+b+c)ab+bc+ca).

Aritati ca, dacd numerele reale pozitivea,b,c indeplinesc conditia ab+bc+ca=1,

atunci
a _+ b —: c = : 2 : '
lea® 146" 1+ Ja+a®)1+b5)(1+ D)
Demonstrati identitatea lui Catalan:
1,1 1 1 1 ! 1 1
l-—=4+s——+...+ -——= + +..+ N* .
3t37 3T o1 20wl ne2 e S

Demonstrati urmatoarele egalitati de numere reale:

a) (al2 +a; )(bl2 +b; ) =(ah +ab, )2 +(ab, —ab, )2 ;

b (o +a; +a; (B +65 + by)=(ab, +ah, + ab,) +(ab, —ab) +(ab, —ab,) +
+(ab —ab,) .

Generalizare (identitatea lui Lagrange). Daca q,,a,,...,a,; b.,b,,....b, € R, atunci

(iaf]-[ibfj—(iaibfj-: > (ab,—ab) .

Isi<j<n

lasa a IX-a
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